Klasse IIIA Arbeitsblatt 13 Umkehrfunktionen

Definition
Gegeben sei eine Funktion f : Df - W; mit Definitionsbereich D¢ und Wertebereich Wg.

Die Umkehrfunktion f: Df'1 - Wf'1 zu der Funktion f ist die Funktion, die jedem
Element y € Ws sein eindeutig bestimmtes Urbildelement x € D¢ zuweist.

y =f(x)

x = f* (y)

Df = Wf-l

Definition
Eine Funktion, deren Umkehrfunktion existiert, wird als umkehrbar bezeichnet.

Beispiel: Sei A = {a,b,c,d,...,y,z} die Menge der 26 Buchstaben des lateinischen
Alphabets und sei B ={1,2,3,4,...,25,26}.

Die Funktion f: A - B ordnet jedem
Buchstaben die entsprechende
Nummer im Alphabet zu.

Die Umkehrfunktion f*: B - A ordnet
jeder Nummer den entsprechenden
Buchstaben im Alphabet zu.

fla) =1 Df = A fliy=a DFl=B
f(b) = 2 fl2)=b
Wi=B Wri=A
f(z) = 26 F1(26) = z

Flir den Buchstaben b € A liefert f also zum Beispiel: f(b) = 2, d.h. b ist der zweite

Buchstabe im Alphabet. Die Umkehrfunktion f! liefert fiir die Nummer 2 < B: F1(2) = b,
d.h. der zweite Buchstabe im Alphabet ist b.

Dieses Beispiel zeigt auch: Wegen f(b) =2 A F1(2) =b ist F1(2) = f’l( f(b))=Db
[ einfligen R |
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Allgemein gilt:

1. FYfo0 ) = x
2. Df-l = Ws und Wf-l = D¢

3. Ist 1 die Umkehrfunktion zu einer Funktion f, dann ist f auch Umkehrfunktion zu i

4. Eine Funktion f ist umkehrbar genau dann, wenn es zu zwei verschiedenen Stellen x;
und x; aus dem Definitionsbereich auch zwei unterschiedliche Funktionswerte f(x;) und
f(x2) aus dem Wertebereich gibt. Das heift f ist umkehrbar, wenn gilt:

X1, X2 € Df und x1# X2 = f(X1) £ f(x2) oder, was gleichbedeutend Ist:
f(x1) = f(x2) = x1 =X

5. Aus Punkt 4. ergibt sich direkt:
a) Eine Uber Dr streng monoton steigende (bzw. fallende) Funktion f ist umkehrbar.
b) Die Umkehrfunktion f* einer streng monoton steigenden (bzw. fallenden) Funktion f
ist ebenfalls streng monoton steigend (bzw. fallend).

Rezept: Berechnung der Umkehrfunktion

1. Prifen, ob die Funktion Gber dem Definitionsbereich umkehrbar ist. Falls nicht, den
Definitionsbereich — wenn mdglich — entsprechend einschranken.

2.y = f(x) nach x auflésen
3. Die Variablen x und y vertauschen.

4. Definitionsbereich und Wertebereich der Umkehrfunktion bestimmen.

Beispiel: f(x) =3x+5, x<3, dh.Df={XxeR [x<3} v
1. Da f eine streng monoton steigende Funktion ist,
ist f umkehrbar. Fir den gréBten x-Wert x=3 ergibt sich: 2]
f(3) =33+5=14. Alsoist Wf={y eR |y < 14} N

2. y=3x+5 |-5 I S Y S
y—5=3x |:3 R
1

5 - v L, _5
¥y =X ( Seiten vertauscht: x = 273 )

1 5 -1 1 5 aN=1/3%-6/3
3. y=x-3 also f (x)= X3
4, Df't={xeR |x<14} (=Ws)

Wrt={yeR|y<3} (=Df) fi}=3x+5
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Aufgaben

Gib von folgenden Funktionen den Wertebereich bei gegebenem Definitionsbereich an,
bilde falls moglich die Umkehrfunktion. Gib hierfiir wieder Definitionsbereich und
Wertebereich an. Zeichne Funktion und Umkehrfunktion in ein Koordinatensystem.

1) g(x)=25x> ,Df=R

2) gx)=2x*+1,Df=R"

3) gx)=2x"+1 ,Df=Df={xeR x> -2}

Losung

1) W, {y >-20}

y = 25x° 125
2 _ 3 3
gy = X ‘\/_
SEy = X
5

2
f = 3=x
() = {2

W_.{y=2-2} D {x>-20}

2) Wy {y=1}

y =2x%+1 | —1
y —1 =2x? |:2
1,1 _ 2

2y T T X N

We-1={y 2 0} Dg1={x = 1}
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3) Wh {y =<5}
y = —-(x+2)° + 5 |5
-5 = —(x+2) [(=1) ]
—y+5 = (x+2) ‘f ]

J-y+5 = x+2 -2 o
ﬂ—y+5_2 = X 2
' (x = J-x+5-2

~—"

W, {y=-2} D, {x<5} oo

f—1
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